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Chapitre 11
Probabilités sur un univers fini

Exercice 1 :
1. On a 52 tirages différents possibles.

2. On se trouve dans une situation d’équiprobabilité, donc il suffit de compter
le nombre de cas favorable. Or il y a 4 rois, donc la probabilité est 4/52.
3. 'y a 13 cceurs, donc la probabilité est 13/52.
4. Cela revient a tirer le roi de coeur, donc la probabilité est 1/52.
5. On note R I’événement tiré un roi et C ’événement tiré un ceeur. On a
4 13 1 16

P(RUC):P(R)+P(C)—P(RmC):5—2+5—2—5—2:5—2.

6. On se trouve a nouveau dans une situation d’équiprobabilité, mais le
nombre de tirages différents est

52\ 52 x 51
2/) 2

On note R I’événement avoir au moins un roi dans sa main. Avoir une
main avec exactement un roi revient a dire quelle est ce roi et quelle est la
seconde carte. Si on a deux rois, il suffit de dire quelles sont ces deux rois.

Ainsi,
4y (48 4
piy = )+ Q) _ 108
1326 1326
On note C I'événement avoir au moins un cceur dans sa main. En décom-
posant selon que 'on a exactement un cceur ou deux ceeurs, on obtient

D)+ () _ 58
P(C) =~ f326 ) - 1326°

On distingue le cas o1l on a le roi de ceeur dans la main du cas ot on ne ’a
pas. On obtient

= 1326.

CH+OE) 87
P(RNC) =~ 132% = 1326

Pour terminer, on utilise comme avant

198 + 585 — 87 696

P(RUC) = P(R)+ P(C) = P(RN C) = ——2— = 7.

Exercice 2 :
1. Le nombre de tirages différents est (552) =2 598 960.

2. On se trouve dans une situation d’équiprobabilité, donc il suffit de comp-
ter le nombre de cas favorable. Une main avec une suite couleur re-
vient & donner la couleur et la plus haute carte de la suite qui est dans
{5,6,...,Roi, As}, donc la probabilité est

4\ (10 / 52
1 1 5
3. Une main avec un carré revient a donner la hauteur des cartes composant
le carré et la derniére carte, donc la probabilité est

13\ /48 / 52
1 1 5
4. Une main avec un full revient & donner la hauteur du brelan avec les sym-

boles des trois cartes et la hauteur de la paire avec les symboles des deux
cartes, donc la probabilité est

13\ [/4\ [12) /4 / 52
1/\3/\1/\2 5
5. Une main avec une couleur revient & donner le symbole des cartes et les

cinq hauteurs de cartes choisies (qui ne doivent pas se suivre, sinon on a
une suite couleur), donc la probabilité est

(@ <153> - @ (11())) / (552>

40

2 598 960 0,015%

624

= Sros ogp = 0 024%.

3 744

= 2508 960 =~ O 14%-

5 108

= ——— ~0,2%.
2 598 960 0,2%
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6. Une main avec une suite revient a donner la plus haute carte de la suite et
les symboles des cartes (qui ne doivent pas étre tous identique, sinon on a
une suite couleur), donc la probabilité est

10\ (4\°  (10) /4 // 52
1 1 1 1 5
7. Une main avec un brelan revient & donner la hauteur du brelan avec les

symboles des trois cartes et les deux cartes (qui ne doivent pas avoir la
meéme hauteur, sinon on a un full), donc la probabilité est

13\ [/4\ [12\ /4 / 52

1 3)\2/)\2 5
8. Une main avec une double paire revient & donner la hauteur des deux paires
avec les symboles des cartes de chacune des paires, puis la derniére carte

(qui ne doit pas avoir la méme hauteur qu'une des deux paires, sinon on a
un full), donc la probabilité est

13\ [4\? (44 // 52
2 J\2 1 5
9. Une main avec une paire revient & donner la hauteur de la paire avec les

symboles des deux cartes, puis a choisir trois cartes (qui ne doivent pas
former une autre combinaison), donc la probabilité est

13\ /4 [12) [/4\® // 52
1/\2/\3/\1 5
10. Il suffit de retrancher tout les autres cas au nombre de cas total, donc la
probabilité est

10 200

= 5508 960 = 0 39%-

54 912

=————~211%.
2 598 960 2,11%

123 552

=————~1 .
2 598 960 75%

1 098 240

= ——— ~ 42 26%.
2 598 960 , 26%

1 302 540

— ~ 11%.
2 598 960 50, 11%

Exercice 3 : Pour 1 <7 < 3, notons B; I’événement « la i-iéme boule tirée est
blanche ». On utilise la formule des probabilités composées

P(Bl ﬂEﬂBg,) :P(Bl)P(F2|Bl)P(B3 | B, QE) =

Exercice 4 :

1. Notons A; I’événement « on tire une boule blanche et une boule rouge au
i-iéme tirage ». On utilise la formule des probabilités composées

pn:P(AlﬂﬁAn):P(Al)P(AQ‘Al)P(An’AlﬂﬂAn_l)

Lors du premier tirage, on se trouve dans une situation d’équiprobabilité.
Le nombre d’issues total est (22"), tandis qu’il y a (71’)2 issues dans A;. En
itérant, on trouve

(") )’

pn g ) X 5 1 X e X T
(3)  (%Y) 2)
2n? 2(n —1)? 2 x 12
— X X o0 X
2n(2n—1)  (2n —2)(2n — 3) 2
_2"(nl)?
o (@2n)!
2. On remarque que
ot 2n+1)? 1

)

H p—
Pn (QTL -+ 2)(2n + 1) n—+oo 2

donc d’apres le critére de d’Alembert, la série > p,, converge, donc la suite
(pn) converge vers 0. C’est intuitif : si le nombre de boules est trés grand, il
est trés peu probable de tirer & chaque fois une boule blanche et une boule
rouge.
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Exercice 5 :

1. Notons B l’événement « on a tiré une boule blanche » et A; I’événement
« on a transféré i boules blanches de 'urne B dans 'urne A ». On a

s 8y (4 4
P(Ag) = ((1})) = Pl = (1()1;()1) ~ g Pl ((1})) =5

On utilise la formule des probabilités totales

P(B) = P(B | Ag)P(Ao) + P(B | A1)P(A1) + P(B | A9)P(As)

13766 13766 137 66
440 220

- =7 ~51,28%.

858 429 51,28%

2. On utilise la formule de Bayes

_ P(B|A)P(A1)  P(B] A2)P(Ay)
P(B) P(B)

858 7 32 858 8 6

= — X — X — X — _
440 13 66 440 13 66
272 34

= — = — ~61,82%.
440 55 61,82%

Exercice 6 :

1. Notons M I’événement « la personne est malade » et T I’événement « le
test est positif ». Par la formule des probabilités totales, on a

P(T)=P(T | M)P(M) + P(T | M)P(M)
=0,99 x 10744+ 1072 x (1 — 107,
puis avec la formule de Bayes

P(T | M)P(M) 0,01 x10™*
P(T) - 1-P(T)

P(M|T)= ~ 0,001%.

2. On utilise la formule de Bayes

P(T | M)P(M) 0,99 x 10~*

POATID == p7y P(T)

~9,01%.

Exercice 7 :

1. Notons D I’événement « le produit est défectueux » et C' ’'événement « I’ar-
ticle passe le controle ». La probabilité qu’il y ait une erreur de contréle
est

P((DNC)u(DNC))=P(DNC)+P(DNC)
= P(C | D)P(D) + P(C | D)P(D)
=0,05 x 0,01 + 0,02 x 0,99 = 2,03%.

2. Par la formule des probabilités totales, on a

P(C) = P(C | D)P(D)+ P(C | D)P(D)
=0,05x0,01+0,98 x 0,99 = 97,07%.

On utilise la formule de Bayes

P(C | D)P(D) _ 0,05 x 0,01

PD1C) = P(C) 0,9707

~ 0, 052%.

Exercice 8 : Pour 1 < k£ < n, on note By I’événement « on tire une boule
blanche au k-iéme tirage ». Soit I une partie de [1,n] dont on note I¢ le com-

plémentaire dans [1,n]. Si I’on note

o-(0e)-(0n)

alors, en notant k le cardinal de I, on a avec la formule des probabilités com-
posées

b(b+d)-~-(b+(k‘—1)d)r(7‘+d)---(r—|—(n—1—k:)d).

Pdr) = (r+0)(rtb+d)-(r+b+(n—1d
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En particulier, la probabilité de A; ne dépend que du cardinal de I et pas des | 3. La limite de la suite (p,,) est 1/2. Lorsque n est grand, on n’a plus aucune
éléments de I. On en déduit avec la formule des probabilités totales indication permettant de savoir si la n-iéme personne dispose de I'informa-
tion initiale ou non.

b
P(By) = P (Aromy) = P (Apyur) = P(B) = :
IC[[IZJ;—IH ) Ic%;n]] = b+r Exercice 11 : En partant de la somme de droite, on a
Exercice 9 : N-1 Nl N
P(X = P(X =k
1. Notons A,, ’événement « le professeur oublie ses clés le n-iéme jour ». On ng(] (X>mn) 7;] k_;H ( )
a alors N kjl
Pust = P(Ans1) = Plust | A)P(A) + P4y | A)P(Ay) =22 PX=H
1 4 o
== Xpp+ =X (1—py) N
10 10 _ A
5 3 =Y kP(X = k) = E(X)
5 10

. . . L. L. . L Exercice 12 :
2. On reconnait une suite arithmético-géométrique. Son expression générale

est 1. Par hypothese, il existe un réel a € R tel que pour tout entier k € [1,6],
. 4 3\"! 4 on a P(X =k) = ak. Or on a la relation
Vn € N7, Pn =13 (—10> (p1—13>. )
3. La limite de la suite (p,) est 4/13. Lorsque n est grand, la probabilité que Z PX=k=1e2la=1&a= %
le professeur oublie ses clés le n-iéme jour est d’environ 4/13. k=1

Exercice 10 : Ainsi, la loi de X est donnée par

1. Notons A, 'événement « la n-iéme personne a la méme information qu’au k

Vk € [1,6], P(X =k)=—.

départ ». On a alors 21
Pyt = P(Ani1) = P(Any1 | An)P(A,) + P(A, 1 | An)P(AY) 2. Avec le théoréme du transfert, on a
=pxpn+(1—p)x(1-pn) 6 01 6
= (2p— 1)pp + (1 — p). HX):E:M%X:%0:§? E(X?) =) KP(X =k) =21,
k=1 k=1
2. On reconnait une suite arithmético-géométrique. Son expression générale donc
n
est 2
\ 11 g2 - 91\* 980 20
e, gt oo Vi) =B - B =2 - () = = 5
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3. Avec le théoréme du transfert, on a
1 ° 1 6
E(=])= —-P(X=k)=—.
(%)= grer=n=g

Exercice 13 :

1. Notons A; ’événement « la i-iéme personne réussit le test ». La variable
aléatoire X prends ses valeurs dans [1,n + 1]. Pour k£ € [1,n], on a par
indépendance

= P(Ay) - P(Ar-1)P(Ag) = (1—p)*'p,
tandis que
P(X=n+1)=PA;N---NA,)
=P(A))--P(4,) =(1-p)"
2. Par définition, on a
n+1 n
E(X)=) kP(X=k)=pY k(1-p)* '+ (n+1)1-p"
k=1 k=1

La somme dans ’expression de droite est I'image en 1 — p de la dérivée de

la fonction
1— :L,n—l—l n
P L o)
k=0

1—=2x
On en déduit que

—(n+1)(1 _p)ni);— 1-( _p)n+1) + (n+1)(1 —p)"

E(X)=p

1— (1 _p)n+1
—p .

3. Recruter un candidat est I’événement (X < n), donc

—_

1
%3

Exercice 14 : Comme la variable aléatoire X prends ses valeurs dans [0, n],
il en est de méme pour Y =n — X. Pour k € [0,n], on a

(nffk>p”_k0»—lﬂk

@(1—P)n<§@l?>1—

P(Y=k)=Pn-X=k)=P(X=n—k) =

donc Y suit une loi binomiale de paramétre n et 1 — p.

Exercice 15 : Avec le théoréme du transfert, on a

1 "1
E(— )=y —P(X=k
<X+1> k0k+1( )

n+ 1) k n—k
p (1-p)
— k+1
+1
n+1 P k
- 1— (1 _ p)n—f—l
p(n+1) '

la derniére égalité provenant du binéme de Newton.

5/12



Chapitre 11 - Probabilités sur un univers fini - Corrigés

Lycée Blaise Pascal - TSI 2 - Jérome Von Buhren - http://vonbuhren. free.fr

Exercice 16 :

1. On donne la loi du couple (X, Y') 4 ’aide d’un tableau. La variable aléatoire
X prend les valeurs 0, 1, 2 et 3, tandis que N prend les valeurs 0,1 et 2.
Comme on est dans une situation d’équiprobabilité, on compte le nombre
de cas favorable. Le nombre de cas totale est 33 = 27.

P X=zNN=n)|n=0in=1in=2|| P(X=1x)
2 =0 0 | 6/27 | 2/27 8/27
z=1 6/27 | 6/27 | 0 12/27
z=2 0 |6/27 1 0 6/27
z=3 0 0 | 1/27 1/27
P(N =n) 6/27 | 18/27 | 3/27

2. On déduit les lois de X et de N a partir de la loi du couple (X,Y") dans le
tableau ci-dessus.

3. On remarque que X suit une loi binomiale de paramétre n = 3 et p = 1/3.
Ainsi, on a E(X) =1 et V(X) = 2/3. Pour N, on applique la définition

6 18 3 24 8
E(N)=0x — +1x-—4ox>_22_°
(N)=0xon+1x g +2xon =00 =0,

6 18 3730 10
E(N2Y=02x — +12%x 2492y 2 20 Y
(N) =0T x o+ X g + 20 on = o0 =

_ 10 8\ _ 26
) 9 81

4. Les variables aléatoires X et N ne sont pas indépendantes, car

V(N) = E(N?) — E(N)?

P((X =3)N(N =0)) =0+ P(X = 3)P(N = 0).

Exercice 17 :

1. On donne la loi du couple (U, V) a 'aide d’un tableau. Les variables aléa-
toires U et V prennent les valeurs 1, 2, 3 et 4. Comme on est dans une si-
tuation d’équiprobabilité, on compte le nombre de cas favorable. Le nombre
de cas totale est 4% = 16.

PU=unV=v)|lu=1iu=2{u=3 u=4| P(V=v)
v=1 1/16 | 0 0 0 1/16
v=2 2/16 | 1/16 | 0 0 3/16
v=3 2/16 | 2/16 | 1/16 | 0 5/16
v=4 2/16 | 2/16 | 2/16 | 1/16 7/16
P(U = u) 7/16 | 5/16 | 3/16 | 1/16
2. Pour l'espérance, on utilise la définition
7 ) 3 1 30 15
=1x — = 2 iy — =20
BU)=1xqg+2x g+3xqgHdxqg =15~ 3
1 3 ) 7 50 25
E =1X=4+2x — X — = — ==,
(V) =1xqg+2x g3 x5 +4x 516" 3

3. Les variables aléatoires U et V ne sont pas indépendantes, car

P(U=4)n(V =1))=0£PU=4)P(V =1).
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Exercice 18 :

1. On utilise la formule des probabilités totales, puis l'indépendance des va-
riables aléatoires X et Y

P(X=Y) :iP((X:Y)m(Y:k))
k=1

De méme, on a

k=1
=Y P(X<k)N(Y =k)
k=1
=> P(X<k)PY =k)
k=1
Nk 11 ntl) 4l
n n  n  n? 2 2n
k=1
Pour finir, on a
1
PX#4AY)=1-PX=Y)=1-——.
n

2. La variable aléatoire Z = X + Y prend ses valeurs dans [2,2n]. On utilise
la formule des probabilités totales pour k € [2,2n], puis I'indépendance

7/12

des variables aléatoires X et Y

P(X+Y:l<:):ZH:P((XJFY:k)ﬂ(Y:Z))

=1
Si 2 < k < n, on obtient
k—1 k—1
1 1 k-1
P(Z=k)= PX=k—-0P(Y =4 = =X —=—0,
n o n n
=1 =1
tandis que si n + 1 < k < 2n, on obtient
n n
1 1 2n—k+1
P = = = — = = — —_ =
(Z=k)= > PX=k-{PY =) ~ X~ —
{=k—n {=k—n
3. Par linéarité de I’espérance, on a
(n+1)
E(Z)=E(X+4+Y)=EX)+E(Y)=2E(X) =2 =(n+1).

De plus, comme X et Y sont indépendantes, on a

n+1xn+1_(n+U2
2 2 4 7

E(XY) =EX)EY) =

4. Les variables aléatoires X et Z ne sont pas indépendantes, car

P((X =1)N(Z =2n)) =04 P(X = 1)P(Z = 2n).
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5. La variable aléatoire M prend ses valeurs dans [1,n]. Pour k € [1,n], on a

kQ
= ﬁ'

k2 (k-1 2k-—1

n? n? n?

Exercice 19 :

1. Par définition, on a
v(i,5) € [1,n]?,

Pour k € [1,n], on a avec la formule des probabilités totales
PX=k)=) P(X=KN¥=j)=—5=
j=1

De méme, on trouve P(Y = k) = 1/n.
2. Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes car

v(i,j) € [1.n]?,

Exercice 20 :

1. D’aprés la formule des probabilités totales, on a

YN P(X=i)n(Y =j) =1 ) aij=1

=1 j=1 i=1 j=1

(20 0)

8/12

2. Pour k € [1,n], on a avec la formule des probabilités totales

PX=k) =Y P(X=k)N(Y =j)= akj
=1 j=1

:akn(n—l—l) _ 2 .
2 n(n+1)

Pour P’espérance, on a

ELX%:E:kP@¥:kﬁ:7NJ11)§:k2
j=1

2 nn+1)2n+1) 2n41
n(n +1) 6 -3

3. La loi de Y est la méme que celle de X. On en déduit que les variables
aléatoires X et Y sont indépendantes car

V(i) € [1,n]?,

4. Avec la formule des probabilités totales, on a

P(X=Y)= ip((x =Y)N(Y =k))
k=1

— S P(X =K)N(Y = k)
k=1

i nin+1)(2n+1) 22n+1)
=a K =a =

6 C 3nn+1)

5. La variable aléatoire M prend ses valeurs dans [1,n]. Pour k € [1,n], on a
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Or, on a
. 2 k(k+1)
PX<k)=PY <k)=Y P(X =i) = i = ,
; (n+1); n(n+1)
donc
k(k+1)\?
P < k) = (n(n—i—l))
Finalement,
P(M=k)=P(M<k)—P(M<k-1)
[ k(k+1) ( 4k3
_( n+1) <nn+1> I+ D
Exercice 21 :
1. Si (i,5) € [1,n]? avec j <4, on a
P((X =) (Y =) = P(Y =j| X=)P(X =i) =+ x =

2. La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [1,n]. Si k& € [1,n], on a
par la formule des probabilités totales

R =S P(x = =233
=1 i=k

3. Comme X suit une loi uniforme sur [1,n], on a E(X) = (n +
la variable aléatoire Y, on a

1)/2. Pour

n n n ]{j
E(Y):ZkP(Y:k):ZZE
k=1 k=1 i=k
z":z’: k _z":z(wl)
N ni 2n1
i=1 k=1
1 -, nn+3) n+3
= — 1 = =
Q“Z:l(H ) 4n 4

Exercice 22 :

1. Pour k € [1, N], on a par indépendance mutuelle de X,..., X,
P(M, <k)=P(X1 <k)n---N(X, <k))
k n
= P(X1 <k)- P(X, < k) = <N> .

,“Q
=
I
N
I
E
=
N

o paneron - (£) - (551

2. En utilisant ’expression ci-dessus, on obtient
N —1\"

Le résultat est intuitif. Si on simule un trés grand nombre de loi uniforme
sur [1, N, on est quasi-certain que le maximum des résultats sera N.

— 1.
n—-4o0o

Exercice 23 : On peut écrire avec les propriétés de la variance

E ([Y ~ (aX +b)]2> = V(Y — (aX + b)) + E(Y — (aX +b))?
=V (Y —aX)+E( — (aX + b))
Pour le second terme, on a
E(Y — (aX +b))* = (E(Y) — aB(X) — b)?

qui est nul lorsque b = E(Y) — aE(X). Pour le premier terme, on a

V(Y —aX) = a®V(X) — 2aCov(X,Y) 4+ V(Y).
qui est un polynéme du second degré en a car V(X) > 0. Ainsi, le couple cherché
est
. Cov(X,Y) ot b V(X)E(Y) — Cov(X,Y)E(X)
- V(X) B V(X)

9/12
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Exercice 24 :

1. On donne la loi du couple (X,Y) sous forme d’un tableau. La variable
aléatoire Y prend les valeurs 0, 1 et 4.

PX=znY=y) |y=0:y=1:y=4| P(X =1x)
r=—2 1/4 1/4
e =—1 0 | 1/8 | 0 1/8
z=0 1/4 0 0 1/4
z=1 0 18 0 1/8
x =2 0 0 | 1/4 1/4
P(Y =y) 1/4 | 1/4 | 1/2

2. Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes, car
P(X=0Nn(Y=1)=0#P(X=0)P(Y =1).

3. On a Cov(X,Y) = E(X?3) — E(X) = 0 — 0 = 0. Les variables aléatoires ne
sont pas indépendantes, mais elles sont de covariance nulle.

Exercice 25 :

1. La variable aléatoire X; compte le nombre de succes quand on répéte n fois
de maniére identique et indépendante une expérience de Bernoulli. Ainsi

X suit une loi binomiale de paramétre n et p = 1/3.
2. De méme X, et X3 suivent une loi binomiale de paramétre n et p = 1/3.
On a donc V(X;) = V(X32) = 2n/9. Avec la relation X; + Xo+ X3 =n, on
a
2n

V(X1 + XQ) = V(n — Xg) = V(Xg) = ?

3. On utilise la relation

V(X1 + Xg) = V(Xl) + 2COV(X1, Xz) + V(XQ),
qui nous permet d’obtenir Cov(X1, X2) = —n/9.

Exercice 26 :

1. La variable aléatoire V prend ses valeurs dans [1,n]. Pour k € [1,n], on a

k,2
=

De méme pour la variable aléatoire U, on trouve

2(n—k)+1
2. On utilise la définition
N2%k-1 2 (&K, 1 [
MWZan2=M< k>—m< 0
k=1 k=1 k=1
2nm+1)2n+1) 1nnh+1) (m+1)En-—1)

n? 6 n? 2
En remarquant que X +Y = U + V, on obtient

MU%:MX}wmq—mvy:m+n_m+1§?*4):(”+%SH+U_

3. On a la relation XY = UV. Comme X et Y sont des variables aléatoires
indépendantes, on a E(UV) = E(X)E(Y), donc

Cov(U,V) = E(UV) — E(U)E(V) = E(X)E(Y) — E(U)E(V)

n+1)% (n+1)%*2n+1)(4n—1)
4 36n2
(n+1)*(n—1)°
B 36n2 '
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Exercice 27 :
1. Si (i,7) € [1,n] avec i # j, on a
1

PY — i | X = P(X — ) =+
(¥ =51 X =)P(X =) = s
La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur [1,n]. Si k& € [1,n], on a

avec la formule des probabilités totales

. 1 1
PlY =k)= P(X=i)n(Y=k)=(n—-1 ==
(V=8 =P =00 = k) = (=D x oy =
2. On commence par calculer
E(XY) =) Y ijP(X =N (Y =)
i=1 j=1
e P MR
n(n — 1) i=1 j=1 k=1
1 n*(n+1)? nr+1)2n+1)\  (n+1)(3n+2)
n(n —1) 4 6 B 12
On en déduit
2
Cov(X,Y) = (n+1)Bn+2) (n+1) __n+ 1.
12 4 12
3. La variable aléatoire Z prend ses valeurs dans [1,n—1]. Pour k € [1,n—1],
on a
PZ=k)=P(X-Y|=k=P(Y=X+kUY =X —-k))

puis avec la formule des probabilités totales

n n

P(Z=k)=) P(X=i)NY =i+k)+>Y P(X=i)nY =i—k)
=1

N 1 . 1 2(n—k)
_;n(n—l) +i§rln(n—1) Cnn—1)

Exercice 28 :
1. Si (4,7) € [1,n] avec i < j, on avec la formule des probabilités composées

n—2 n—3 n—1 2
P(X=9)NnY =9)) =
( Al 7) n Xn—lx Xn—i+2xn—i+1
n—1—1 n—j+1 1 2
_— X X : X _ = )
n—i n—j+2 n—-j+1 nn-1)

On peut aussi remarquer qu’il y a (Z) facon de placer les boules dans 'ordre
du tirage. Par équiprobabilité, on en déduit que

Px=inw=i=(3) =ty

2. Pour k € [[1,n — 1], on a avec la formule des probabilités totales

=P(Y=X+k) +P(Y =X —k),

1

PX =1 =Y P(X=Bn(y =)= 3 2= 2
j=1 j=k+1
De méme pour k € [2,n], on a
HY_M_iwa_me_myﬁq 2 _2k-l)
P P nn—1) n(n-1)
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3. On utilise la définition
2(n — k) 9
k = k— k
nn—1) n(n-—1) (n ; Z )

2 n?(n —1)
n(n—1) < 2 a 6

n—1

B(X) =

g

(n—l)n(2n—1) _n+1
=5
En effectuant un calcul analogue, on trouve E(Y) = 2(n+1)/3.

4. On commence par calculer

E(XY) =YY ijP(X =i)n(Y =j)) =
i=1 j=1 i=1 j=i+1

n j—1 n

- n—l le: )Z]z(]_l)
J= i=1 j=1
_ 1 n?(n+1)2 o+ D)2+ 1)\ (n+1)(3n+2)
~n(n—1) ( 6 > - 12 :
On en déduit
Cov(X,y) = nFDBr+2) 20 +1) _ (n+1)(n—2)
12 9 36

Exercice 29 :
1. D’aprés le cours, S, suit une loi binomiale de parameétre n et p.
2. On a
p(l —p)

n

E <S"> ey =p v <S"> V(S =

n

3. Avec l'inégalité 4p(1 — p) <

n

1 et l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a

rl-p) _ 1

< .
ne2 4Ane?

£

4. On pose € = 0,05. On souhaite que

S
"—4<5>>0£&

r(|%

11 suffit de choisir n tel que
S, 1
P("—4>5><

n = 4ne?
En résolvant I’inéquation, on trouve n = 2000.

<0, 05.

12/12



